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摘要  采用多重势面弹塑性分叉理论对裂隙岩体的破坏机制进行计算模拟。基于多重势面弹塑性理论分析局部化

问题，构造了适用于裂隙岩体破坏的多重势面不连续分叉模型，建立了求解局部化方向的数值方法。在有限元方

法的基础上，使用该模型计算了裂隙岩体的局部化破坏条带，即主开裂条带。相关的算例分析表明，这一模型用

于分析裂隙岩体的局部化破坏是有效的。 
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MULTIPLE POTENTIAL DISCONTINUOUS BIFURCATION MODEL 
FOR JOINTED ROCKS AND ITS APPLICATION 
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(Department of Hydraulic Engineering， Tsinghua University， Beijing  100084  China) 

 

Abstract  In the framework of the multiple potential surface elasto-plastic theory，the discontinuous bifurcation 
model used to simulate the failure of the jointed rocks is presented in this paper. Classical localization analysis is 
performed to the tangent stiffness tensor，thus the condition for discontinuous bifurcation is derived. Numerical 
method is formulated to calculate localization directions. With the aid of FEM，analysis is made on several 
corresponding specimen with initial distributed cracks under tension and compression. 
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1  引  言 

 
损伤局部化现象是岩土类材料和结构破坏的开

始，局部化问题的特征在于局部化区域变形率场的

突变。当局部化带在弹塑性材料中出现时，这样的

突变往往集中在一个很窄的条带内，也就是局部化

条带。局部化条带与未发生局部化的区域的交界面

两侧会发生变形率场的突变，这一交界面就是奇异

面。在分析局部化问题时，奇异面是一个重要的概

念。奇异面上的变形场的突变可以当作分叉问题来

处理[1，2]。奇异面上发生的分叉不仅包括变形梯度

速率，还包括变形速率。文[3]从材料的特征切线模

量张量的分析入手，根据特征切线模量的特征问题

的频谱特性，给出了局部化分叉方向和硬化模量的

解析解。文[4]曾就混凝土的局部化现象进行物理和

数值分析，给出了一个解析方法的模型。在局部化

分叉的理论分析和试验研究方面，近年来取得了很

大进展[5～8]。 
在岩体中，由于分布裂隙组的大量存在，使得

岩体在发生破坏时往往与裂隙构造有很大关系。不

同的裂隙结构面常常出现不同的破坏面，但是岩体

的最终破坏往往是沿一个局部化破坏条带进行的。

岩石类准脆性材料的破坏往往包括线弹性、非线性

强化、应力跌落和应变软化 4 个阶段，从微观角度

来看，这 4 个阶段分别对应于该类材料中的微裂纹
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的弹性变形、稳定扩展、失稳扩展和汇合等细观机

制[9]。在大型岩石工程中，微裂纹在荷载作用下的

变形、扩展和汇合往往导致结构中主裂纹的出现，

从而造成工程结构的破坏。采用多重势面理论可以

很好地模拟裂隙岩体在加载过程中裂隙的发展、汇

合直到主裂纹的贯通，并最终表现为一个局部化的

条带。 
在岩土材料中，岩土的体积塑性应变不但在三

向压缩下产生，而且在剪切时也会产生；切应变不

但在剪切时产生，而且在静水压力下也会产生。为

了更精确地描述土的复杂性质，早在 20 世纪 70 年

代就有人提出了采用两个屈服面的理论[10～12]；80 年

代以来，又提出了部分屈服和多重屈服面的概念[13，

14]。而文[15]则从数学角度出发，提出了建立土体

本构模型的数学理论，用坐标变换和矢量拟合的方

法提出了广义塑性理论或多重势面理论。本文基于

多重势面理论框架，分析了裂隙岩体的局部化分叉

现象，给出裂隙岩体发生局部化分叉时的判断条件，

并建立了用于求解局部化分叉的方向的数值方法；

在单元分析中则引入非连续变形模式来模拟单元局

部化变形[16，17]。这一模型由于直接从多重势面理论

得出，在模拟具有复杂性质的裂隙岩体方面，具有

更强的适用性。基于有限元方法的算例分析表明，

采用多重势面理论的局部化分叉条件来分析裂隙岩

体的局部化破坏现象是有效的。 

2  裂隙岩体弹塑性多重势面理论 

2.1 多重势面理论 
裂隙岩体在发生变形时，由于材料内部广泛分

布的微裂隙和微孔洞的存在，使得岩体的变形特征

与金属材料有明显的不同，这里引入多重势面理论

进行计算分析。在经典的弹塑性力学中，应力增量

可以表示为 

)dd(d pe
klklijklij D εεσ −=            (1) 

式中： e
ijklD 为弹性刚度张量， klεd 和 pd klε 分别为总

应变增量和塑性应变增量。 
多重势面理论认为，利用应力增量张量 ijσd 和

应变张量 ijεd 的对称性，可以将塑性应变增量的 3
个主应变分量 pd iε (i = 1，2，3)看作为一个三维矢量

pdε 的 3 个分量，从而可以利用矢量拟合的方法，

用任意 3 个线性无关的三维矢量的线性组合来唯一

地表示，而线性无关的矢量则可以选择为 3 个线性

无关的势函数的梯度矢量。对于 3 个势函数(对应于

常规弹塑性理论的屈服函数) iϕ (i=1，2，3)，选取时

要求其梯度线性无关，即 
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在一般的坐标系空间中，可以得到其一般坐标

空间上的张量形式： 
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将式(3)代入式(1)可得塑性加载时弹塑性本构

关系的表达式： 
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取用如下的屈服面硬化规律： 

)3  2  1(      0)( ，，， == kHijk σψ         (5) 

λd 可以通过一致性条件得到，一致性条件可以

表达为 
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硬化参量，可以根据相应的硬化律求解。 
这样，材料满足的增量本构关系 klijklij D εσ =d

中， ijklD 可以表示为 
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采用如下多重势面的加载准则： 
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k σ

σ
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∂
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=
ϕϕ ，k = 1，2，3。 

2.2 裂隙岩体的多重势面理论 

在岩石中，由于存在大量裂隙，因而岩石工程

在发生破坏时与裂隙构造有关，破坏时常常会沿已

经存在的裂隙发生剪切错动或拉裂等扩展现象。若

干水工结构的破坏证实了这一点，比如法国的玛尔

帕赛拱坝，就是由基岩中的多组初始裂隙扩展造成
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的。同样，在裂隙岩石或其他有初始裂隙的脆性试

件的试验中也可以观察到同样的现象。据此，可以

认为裂隙岩体在发生屈服破坏时都将沿初始的裂隙

面进行。设岩石内存在的初始裂隙可以概化为 3 组

法向单位矢量为 )(kν (k=1，2，3)的裂隙组。工程地

质上的 3 要素，即走向、走向角α、倾角 β 与球坐

标的θ ，ϕ之间存在如下的关系： 
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上两式中：角度单位为(°)。通过以上两式，可以根

据概化节理组的平均走向角α和倾角 β ，得出球坐

标下的平均单位法向矢量ν 。 
采用多重势面理论可以反映裂隙岩体在发生局

部化破坏时表现出的多重屈服面性质。对于二维问

题，本文中势函数的个数 k 从 1 到 2。这一模型对

应于双屈服面模型，此时，单轴压缩试件的破坏模

式示意见图 1。对于三维情况，试件的破坏模式参

见图 2。 
 

 
图 1  单轴压缩试件的破坏模式 

Fig.1  Failure mode of specimen in uniaxial compression 
 

 
图 2  三维试件的破坏模式 

Fig.2  Failure mode of 3-D specimen 

对于 3 组裂隙，一般可以采用常用的 Rankine
准则或莫尔-库仑准则。如果采用 Rankine 准则，势

函数如下所示： 

0)()(
1 =−= k

t
k

k σσϕ   (k=1，2，3)     (11) 

如果采用常用的莫尔-库仑准则，针对不同的节

理组可以采用不同的粘聚力和内摩擦系数。也就是

说，势函数如下： 
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上述两式中： ( )2)()()()( kk
i

k
i

k σσστ −= ； •= )()( k
i

k νσ  

)(k
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i νσσ = ，这几个量是应力在裂隙面方

向上的投影； kf 和 kc 分别为对应于第 k 个屈服面的

内摩擦系数和粘聚力。将对应于各组裂隙的屈服函

数的表达式代入式(9)可以得到相应的加卸载条件。

代入式(8)可以得到相应时刻的切线刚度张量。 

3  局部化分叉分析 

3.1 局部化分叉的条件 

裂隙岩体内出现局部化带时，表现为特征切线

刚度张量出现奇异。利用这一特点可以分析裂隙岩

体中的局部化分叉条带；假定现时的准静平衡态可

以由连续的位移 iu 、应力 ijσ 和应变 ijε 来表征；继

续加载时，位移率 iu& 和位移率的梯度 jiu ，& 的非连续

分叉就可能在体内一奇异面Ω 上发生，用其法向单

位矢量 in 来表征奇异面Ω 的方向， ix 来表示沿Ω
的位置矢量，在奇异面Ω 的两侧，位移场保持连续；

而位移场的梯度则会出现不连续的跳跃，即 

0][ ≠−= −+
jijiji uuu ，，，&            (13) 

式中：
j

i
ji x

uu
∂
∂

=
][][

&
& ， ，“＋”表示不连续奇异面的正 

侧，“－”表示其负侧。根据 Maxwell 相容性条件，

要使得上述不连续跳跃成立，位移率梯度必须满足

如下形式： 

jiji ncu =][ ，&                (14) 

式中： ic 为待求矢量。根据变形的几何关系，在小

变形情况下，可以得到如下的应变率场： 

)(
2
1][ ijjiij ncnc +=ε&            (15) 

如果定义沿矢量 ic 的方向的单位矢量 im 如下

式： 

|| c
cmi =                  (16) 
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则矢量n和m就定义了不连续的位移率梯度场的特

征方向。对于两种极端情况可以说明如下： 
(1) 如果 m·n = 0，表征材料在单剪情况下的变

形模式，此时表现为材料的局部化剪切带破坏模式； 
(2) 如果 m·n = 1，表示出现的局部化带沿不连

续奇异面垂直的方向发展，在特定的条件下可以表

示材料的受压劈裂模式。 
考虑到平衡条件，通过奇异面Ω 的应力率是连

续的，所以有 
0][ =jij nσ&    (i，j = 1，2，3)     (17) 

由式(8)给出的切线刚度张量 ijklD 在奇异面Ω
的两侧取相同的值，利用对称性，由式(8)，(15)和
(16)可以得到 

0=ikijklj mnDn              (18) 

定义特征切线刚度张量 kijkljil nDnnT == )(T ，式(18)
就成为 

0)( =lil mnT               (19) 

局部化分叉发生的条件就是在变形历史中存在

式(19)的非零解，问题就转化成求解张量 ilT 的零特

征值问题，局部化的条件就成为 

)](det[)( nTnf il=            (20) 

3.2 局部化分叉的数值算法 

式(20)要从解析角度给出其解析解是非常困难

的。在一些特定的简单情况下，文[3]所讨论的情况

才有可能。下面讨论如何求其数值解，以得到表征

局部化分叉方向的单位向量 m和 n的值。对于各向

同性弹性材料，由于 ++= jlikklijijklD δδμδλδ ( )jkilδδ ，

函数 )(nf 成为如下的简单形式： 
2)2()( μμλ +=nf              (21) 

式中：λ和μ 为 Lamé常数。此时 )(nf 满足 0)( >nf
而且与向量 n无关，也就是各向同性弹性材料不会

发生局部化分叉现象。但是随着荷载的增加，材料

性质劣化，材料丧失了各向同性弹性的性质，此时

必然伴随着函数 )(nf 随荷载的增加而减少，直至

)(nf 等于零甚至出现负值，这就意味着局部化的发

生。显然，在具有裂隙的岩石材料中，式(21)中的λ
和 μ 仅代表初始加载时刻材料的 Lamé常数。 

为了得到发生局部化分叉发生的条件，求解式

(21)的问题实际上就转化成下面的约束非线性规划

问题： 

⎭
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1||           s.t.
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         (22) 

式中： )(nilT 为当前时刻的切线刚度张量。 
对式 (22)中所示的非线性规划问题，采用

Langrange-Newton 方法，该问题可以变成如下等价

形式的特征方程[18]： 

02)(||)( 2 =Λ−∇=Λ∇−∇ inff nnn      (23) 

式中：Λ为 Langrange 乘子。 
将函数 f 的表达式代入，并定义 •= ))(det()( nnSil T  

)(1 nTD kjijkl
− ，式(23)可以表示为如下的简单形式： 

0)( =Λ− ilil nnS n             (24) 

至此，可以构造如下的算法来得到式(24)的解： 
(1) 为求解方便，将方向矢量 n 表示成球坐标

下的量，也就是 θφ cos(cos=n ， θφ sincos ， φsin )。
这样就可以在 )( θϕ， 的变化范围 ]π2/1  0[]π2  0[ ，， ×
上按照一定的间隔(比如以 5°为间隔)取值，求出对

应于λ的最小值的矢量 )0(n 作为近似的初始值。 
(2) 使用上述初始值作为迭代求解的初值。可

以按照如下方程进一步迭代求解： 

0)( )1()1()1()( =Λ− +++ k
i

kk
l

k
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根据第 k 步迭代得出的结果 )(kn ，每次都可以

重新计算张量 )( )(knS 的值，代入式(25)可以解出其

最小的特征向量，该特征向量即作为下一次迭代计

算的 )1( +kn 。这样，可以在两次迭代结果的误差达到

精度要求时停止。 
一旦得出向量 n的值，也就是得出了发生不连

续的局部化分叉的方向，相应的向量 m即可通过求

解式(19)得出。 
3.3 单元分析的有限元格式 

在进行有限元分析时，采用了如下所示的位移

插值形式，可以反映局部化发生后单元内位移的不

连续： 
eBd G+≈ε                (26) 

式中：B 为标准的应变插值矩阵(包含形函数的导

数)；G分别为包含位移、应变不连续变形模式的附

加插值矩阵；d 和 e 分别为反映结点位移和增加的

应变模式的自由度。 
通过运算，可以将单元内部包含不连续变形模

式的增量形式的本构方程简化成如下形式： 
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式中： ∫= e 
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• 362 •                                      岩石力学与工程学报                                        2003年 

率。如果其中的矩阵 ggK 非奇异，可以通过静力凝

聚方法[15，16]消去 e&，得到如下的单元刚度矩阵： 

gbggbgbb KKKKK 1−−=          (28) 

当 D对称时，刚度矩阵也对称，此时的有限元

基本方程可很容易改写为著名的 B形式。将式(26)
代入式(27)的应变率形式： 

=−=+≈ − dKGKdBeGdBε &&&&&
gbgg

1  

( ) dBdKGKB && ≡− −
gbgg

1         (29) 

上式中定义的 B就是著名的 B矩阵。相应的单

元刚度矩阵可直接通过计算改写为 

∫= e 

T d 
V

VBDBK             (30) 

上面推导中，D是当前状态的切线刚度张量。

以上得出了局部坐标下的单刚矩阵的计算方法，通

过单刚集成可以得到结构的总刚矩阵。 
在有限元分析中，超过势函数的应力增量则转

化成单元内的不平衡节点力转移，各级荷载进行迭

代计算。使用前述的局部化分叉发生的条件进行判

断，如果发生了局部化分叉，则采用数值方法得出

其方向，并在单元内采用上述包含非连续变形模式

的插值函数，否则使用常规的有限元插值模式。 

4  算例分析 

本文的算例将分析有初始缺陷的裂隙岩石试

件，试件尺寸为 1 000 mm×1 500 mm，网格剖分为

100×120，在单轴或者双向受荷载时分析发生的局部

化破坏现象。试件中存在着随机分布的均匀的初始

裂隙，概化裂隙组的方向特征则根据随机分布的裂

隙通过式(10a、b)计算得出。材料参数取为：初始

弹模 E = 30 GPa，泊松比 2.0=μ 。根据文中提出的

多重势面理论的模型，为简单起见，只选用下列势

函数进行计算模拟： 

01 =−= k
t

k
k σσϕ  (k = 1，2)       (31) 

01 =−+= k
kkk cf τσϕ  (k = 1，2)    (32) 

势函数参数为 =1
tσ 3.36 MPa， =2

tσ 3.60 MPa，
o30tan1 =f ， o35tan2 =f ， =1c 0.80 MPa， =2c 0.90 

MPa。 
通过几种不同加载方式的对比，说明了不同的

荷载条件下试件不同的局部化破坏模式。对同样的

试件，采用横行和纵向的加载比例。图 3 是计算采

用的初始网格形式，图 4～6 分别为试件承受两方向

拉伸时的局部化破坏模式。加载时采用位移限制加

载，其纵向和横行的位移之比 Uv /Uh分别为 1/0，5/1
和 1/1，从中可以看出，荷载比例不同时局部化破

坏模式的区别，特别是局部化条带方向的差别。如

果采用压缩加载方式，同样采用位移之比为－1/0，
－5/－1 和－1/－1，仅当 Uv /Uh 之比为－1/0 时，出

现了如图 7 所示的局部化现象。另外各加载比例没

有看到局部化破坏现象。这一结果与相关的试验结

果是吻合的[19]。 

 
图 3  裂隙试件的网格形式 

Fig.3  FEM mesh 

 

 
图 4  Uv /Uh=1/0 时局部化变形结果 

Fig.4  Localization results for Uv /Uh=1/0 
 

5  结  论 

本文在多重势面弹塑性理论框架下，采用不连

续分叉方法分析裂隙岩体的损伤局部化破坏现象，

并建立了多重势面下不连续分叉的分析方法。通过

对裂隙岩体的特征切线刚度张量的特征值分析，采

用数值方法，可以得出裂隙岩体发生局部化破坏时

的破坏模式和局部化方向。在有限元分析程序中进 
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图 5  Uv /Uh = 5/1 时局部化变形结果 

Fig.5  Localization results for Uv /Uh = 5/1 

 

 
图 6  Uv /Uh = 1/1 时局部化变形结果 

Fig.6  Localization results for Uv /Uh = 1/1 

 

 
图 7  Uv /Uh = －1/0 时局部化变形结果 

Fig.7  Localization results for Uv /Uh = －1/0 

 
行一定的改造，增加了求解多重势面的特征切线刚

度张量，使用数值迭代算法得出了发生局部化的方

向。对二维拉压试件的分析表明，该分析模型用于

裂隙岩体的局部化破坏分析是有效的。 
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